


UNE NOUVELLE METHODE
DE RESOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES
ET DE CALCUL DES POLYNOMES;
SON APPLICATION A L’ARITHMETIQUE @
par
‘1:. GLENISSON
et

I.. DERWIDUE

PROFESSEUHR A LA FACULTE POLYTECHNIQUE DE MONS
MEMBHE HONORAIRE DE L'A.LMS

Etanl donné deux suiles de coelficienls :

iy, s, (lg, BT [T

by, b, b, iy bn,
on appelle algorithme de Gauss 'opération qui consiste & déduire de ces suiles la suile :
ay + & by, ity + o by, ) an + o by, e # 0.
Cet algorithme preésente le controle par somme suivant :
Zaj+aZby=Z(a;+ = by);

il est fondamental en calecul méeanique par le fait qu’il est 'un des schémas de calcul
les plus faciles & mécaniser.

L’algorithme de Gauss est d'un usage classique en algébre linéaire, pour la division
des polynomes, le caleul de pged, de suites de Sturm, .... Le but de ce travail est d’indiquer
un nouveau moyen trés commode de s’en servir pour calculer les zéros des polynomes
el pour effectuer d’autres opérations algébriques fondamentales. Les coefficients peuvent
étre réels ou complexes,

(1) Un résumé de ee travail a fail Mobjet d'une communication an 78¢ Congrés de 1" Association Frangaise
pour "Avancement des Sciences (Angers, juillet 1959), Le priésent exposé est fait d'aprés les Publications de
I’ Association des Ingénieurs de la Faculté de Polytechnique de Mons, 4¢ fascicule, annde 1959,




A. — CALCUL DES ZEROS DES POLYNOMES

1 Proposons-nous de calculer les racines de I'équation :

(1) PR)szr—A 20t —Ayen2— | . —Apqgz—Ap= 0.

Désignons ces racines par Zy, ..., 5, et par L l'une delles. On a :
Gt = A Gr 4 ..+ Aal=A (AT 4 . AR F A TR L AR
= (A, FADI (A +ALA)D2 + L (A F A AT+ Ap Ay

= A]; ?;n—) + Az: :n—z + e An—l,l t + Au,l;

et de proche en proche :

(9) :""" P = Al,p :n 1 As,p ’;"' L An.ps

&

le passage d’une puissance de T & la puissance suivante se faisant par un algorithme
de Gauss.
Dans (2), remplacons ¢ par &,, ..., {y et appliquons la formule d’interpolation
de Lagrange, Il vient :
(3) @ (Z) = AI,;J L R Aﬂ,n
P(2) P (2)
=fup WL RN . i, .. S—
- & (e~ :1) P’ r]_] + e (z— ) P (:n)

résultat qui se maintient méme si plusieurs racines sont égales, Supposons :
W

‘-.\1|:.C2i:---= :ql>lt.q"i-j:; f=],2,---,ﬂ—f)—

Pour p suffisamment grand, dans la formule (3), les termes commencant par 2527 sont
négligeables, comparativement aux ¢ premiers. On a done sensiblement :

P (2) P (z)

vnsp

g Oyt - o il e
(‘1') ( ] 1 (z_};l)p ("-"1) = +L.-l'|r [: — ‘-q)P “:’q
Or, le second membre est divisible par :
(z—Cq+1) (2—Cg+9) - —Tn)

Done, @ (z) est un polyndme ayant des zéros voisins de Z, 4, . ., J, et en calculant
le pged de P (z) et de @ (z), ce qui se fait par une suite d’algorithmes de Gauss, on trouve

le polynome :
Q (2) o (Z _:q-l-l_} ‘e (:'_":n)v
d’ou la décomposition en deux facteurs :

PEH=9@@: R,

tous les zéros de R (z) ayant méme module.
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L’application de ce procédé a Q (z), et ainsi de suite, permet done la décomposition
de P (z) en facteurs dont les zéros ont méme module. Nous dirons que de tels facteurs sont
modulaires et nous énoncerons :

Par le procédé indiqué, P (z) est décomposable en un produil de facteurs modulaires.

Par un changement éventuel d’origine z = ¥ — a, ce qui se traduit par un schéma
de Horner, done, par une suite d’algorithmes de Gauss, chaque facteur modulaire peut,
a son tour, étre décomposé en un produil de facteurs linéaires, élevés éventuellement &
une certaine puissance, d’ou les diverses racines de (1). Nous avons ainsi obtenu le
théoreme suivanl :

Par des algorithmes de Gauss uniquement, il est possible, d’abord de décomposer
lout polynéme en un produil de facteurs modulaires, ensuile, de délerminer les zéros de
chacun de ces facleurs.

Il 'y a évidemment avantage a choisir réel le changement d’origine z = r — a.
Dans le cas de coefficients réels, le polyndme P (z) est alors décomposé en facteurs réels
linéaires ou quadratiques, éventuellement élevés 4 une certaine puissance.

Rappelons que les zéros d’un polynome qui est une puissance d’un facteur linéaire
ou quadratique (a coefficients réels ou complexes) s'obtiennent toujours par le procédé
de Laguerre, qui est systématique (voir notre Inlroduction a I Algébre supérieure el au
Calcul numérique algébrique, Litge et Paris, 1957, pp. 211 et 212),

2 Au point de vue pratique, il faul dire comment les caleuls qui précéedent doivent
étre exéeutés et ce que 'on doit entendre par « p suffisamment grand ».

La premiére regle a adopter est de travailler avec le plus de chiffres possibles,
sauf si I'on sait d’avance que les racines sont nettement distinctes, cas qui n’exige pas
une précision aussi grande,

Si 'on dispose d'un ordinateur, on peut établir un programme en double capacité
donnant @ (z) pour n + p = 200. On obtiendra ainsi un résultat cadrant absolument
avec la conclusion théorique qui précede et tous les polyndmes modulaires s’obtiendront
avee grande précision. Des équations de degré considérable pourraient ainsi étre résolues.
On verra d’'ailleurs ci dessous comment il serait possible, au départ, de décomposer un
polynome de degré élevé en deux facteurs absolument précis, de maniere a réduire le
degré de moitié.

Mais si I'on ne dispose que d'une machine & caleuler de bureau, électrique
ou & main, il est prohibitif d’envisager de telles valeurs de p et le mieux est de se limiter
antp=4m—1)etan+p=8(n—1)si n =6, valeurs qui, comme nous le
montrerons plus loin, autorisent un schéma de caleul simple et facile 4 controler.
Le @ (2) ainsi obtenu peut alors s'écarter notablement du polynéme (4) et nous devons
en étudier les conséquences. On pourrait s'attendre a ce que celles-ci soient désagréables;
le fait est, au contraire, qu’elles sont plutdt avantageuses.

Lorsque n -+ p n’est pas Lrés important, & moins que les modules des racines
soient trés voisins, Pexpérience montre que, dans la formule (3), les racines de plus grand
module continuent a 'emporter sur les autres, mais d’une maniére beaucoup moins nette.
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Cela signifie que, dans ce cas, le contenu du n° 1 doit étre considéré comme un raisonne- Pour j = |
ment en premiére approximation, et il faut admettre que si 'on a : sont distincts, et |
(Gl =i = |Gl > |G| = oo = |Gatr > | Ggr+1]| = oin = |Qatrds| = o0 s 3 ¥y

le polyndme @ (z) est assez convenablement débarrassé des expressions relatives aux
zéros de plus pelit module, moins bien des expressions relalives aux zéros de module
immédiatement supérieur, ..., et relativement mal des expressions relatives aux zéros
de module immédiatement inférieur au plus grand, bref, qu’au lieu d'avoir (4), ona :

satisfaisant aux ¢

P (z) . : P(2) La vestricti
Dfg) sl ot ware, b R0 o ; Sitistion d
( ) ‘I (Z e tl) P (?:1] R (Z = t.ﬁ'-(—r) P ('ﬁﬂ'-i-r} e passage a la lim
Nous dirc

¢ représentant la partie relative & Surtn oo o Gubrdsr oo on
Numérigquement, celle situation se manifeste comme suif :

@ (z) ayant éLé caleulé avee une capacité de dix chiffres, par exemple pour
n -+ p =4 (n—1), on procede au caleul du pged de P (z) et de @ (z). Les coefficients
des restes successifs conservent des ordres de grandeur peu différencics jusqu’au reste
de degré n — ¢q: mais dans le passage au reste de degré n — ¢ — 1, on constate une
diminution trés nette de cet ordre de grandeur (par exemple, on saute de l'unité
a 10-* ou 10-%). En continuant le caleul aprés régularisation du dernier reste et suppres-
sion des décimales illusoires, d’ordre de grandeur des coefficients est & nouveau conservé

:_:k “k‘.'_'-_’_j!

est une approxi

si z¢ est une ap

jusqu’'an reste de degré n-g-r, une chute brutale se manifestant dans le passage Dans la
au reste de degré n-g-r — 1; et ainsi de suite jusqu’a épuisement de la capacité,
chaque « palier » marquant la diminution progressive des modules.
Appelons %y, %n—q-rs Zn—q-r—s» . .. les restes précédant immeédiatement une chute
de Pordre de grandeur, l'indice indiquant leur degré. On peut dire que g, représente Pour p

grossicrement le pged P (z) et du polyndme (1); que ¢, représente moins grossiere-
ment le pged de P (z) el du polyndme (3) limité & ses ¢ -+ r premiers termes; el ainsi de
suite: ou encore, que les zéros de 4,4 sont, grossierement, Z; 1, ..., 2. que ceux de
“n—q-r SONL, moins grossierement, Gy oy, ..., Ty ele.

Le probléme se pose done d’améliorer autant qu'on le désire ces différents poly-

voisin de 2 (n
:;r sont néglig

»

=fyr ==y :f,- La
» -

de 1}‘.9 seie 5 oF

on trouve une

nomes. Dés qu'il sera résolu, nous disposerons d’un moyen nous permettant de seinder Si 'on
un polynome en deux ou plusieurs facteurs absolument préeis, ce qui équivaut 4 dire que le role de h (z)
le procédé que nous décrivons est apte a résoudre des équations de degré trés éleve, . est trés rapid
puisque, an départ, on pourra décomposer le premier membre en facteurs de degrés |
plus maniables. En pa
faire r = 1 d;
3 Commencons par observer que si F (Zj) est un polyndme en Z; de degré m, en \olsm de a,, |
appliquant (2) & ceux de ses termes de degré = n — 1, on le transforme en un polyndme ©e qui n'arriv
de degré n — 1 que nous représenterons par : de coefficient
Etiv il su

FEHy=B, 0"+ ... +Baa( +Bn
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Pour j = 1, ... . n, on a ainsi un systéme linéaire en les B;, normal quand les ¥;
sont distincts, et il existe un polynoéme de degré n — 1, soit :

(5) Y(z)=Byz14+ ... +Bp1z 4+ By
. PO ey, P@
~FRe—rmt - TFe—nmrer

satisfaisant aux conditions :
&) =F )

La restriction des zéros distinets peut d’ailleurs étre levée, comme on le voit, par un
passage a la limite dans le dernier membre.

Nous dirons que « est une approvimation de Zj si « — Z; est petit par rapport a
u— Zi y k == ], el plus généralement, que le polynome :

h(@)=(EF—ay)...(z—a)
est une approximation du polyndme :

H@=0—%) ... ¢—5)

si o est une approximation de Z;,

Dans la formule (5), posons :
F @) =@l

Pour p tel que le degré de I (z) soit supérieur 4 n [on choisit de préférence ce degré
voisin de 2 (n — 1)[, les termes du troisieme membre de (5) correspondant a Z;, ...,
Zj, sont négligeables et ils le sonl d’autant plus que ay, ..., @ sont plus voisines de
Ziw o G La valeur de W (z) ainsi obtenue admet donc des zéros nettement plus voisins
de %, ..., T, que ne I'étaient ay, ..., ar et en cherchant le pged de P (z) et de V' (2),
on trouve une amélioration h* (z) de h (z).

Si 'on estime A* (z) non encore suffisamment voisin de H (z), on lui fail jouer
le role de h (z) et on recommence le ealeul préeédent. L'expérience montre que ce processus
est trés rapidement convergent.

En particulier, pour améliorer seulement 'approximation «; de Zj, il suffit de
faire r = 1 dans ce qui précede; cela revient d’ailleurs a chercher le zéro de P (z) le plus
voisin de «,, et il est intéressanl de noter que le procédé converge Loujours vers ce zéro,
ce qui n’arrive pas nécessairement quand on emploie la méthode de Newton. Dans le cas
de coefficients réels, pour améliorer les approximations = -+ i & des racines complexes
Z £+ i, il suffit de poser :

h(z) =22—2a2z 4 o«® 4 P2
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Un artifice intéressant est de prendre h (z) = P’ (2), P’ (2) representant la dérivée
de P (2). Si s zéros de P (z) sont trés voising, P’ (z) a s — 1 zéros trés voisins de ces s
zéros et la partie correspondante, dans (5), esl tres petite an départ. done. certainement
négligeable quand on a ¢levé P" au carré on a la quatriéme puissance [résultat de degré 2
(n—1) ou 4 (n — 1)]. Cela permet de débarrasser P (z) de ses zéros voisins avee une
trés grande précision: on s'attaque ensuite a ces zéros voisins sans aucune perte de
précision, ce qu'aucune aulre méthode ne semble pouvoir faire.

4 Si lon dispose d'un ordinateur, la programmation se fera en fonction de ses possi-
bilités, autant que possible comme lindique le début du n® 2.

Pour le caleul sur machine de bureau, il y a intérét a construire le polynome (3)
suceessivement pour p = 1,2, ..., n— 2en se servant de lalgorithme de Gauss, comme
I'indique le début du n° 1. On trouve ainsi :

(6) zin-t — g1 | han-d Legn—d |
On ¢éléve ensuite 222 au carré en remplissant le tableau suivant, colonne par
colonne:
i b ¢ d e
a*

2b p=2ab B=0+¥

2¢ yv=2ac i-ylz‘}_bc-{—ﬁ te = 43
od B=20ad B, =2bd +¢ |B=2ed+e B=0CF+te
2e e=2de g =2be+ ... g=2¢c + ... l_sa:"dt-k-.. =0+,

]

Dot :
' Zind — Azind | Bznd | (zind |
avee :
A=, B=p C=f; D

el aprés remplacement de z2n-2, 2203, zn par leur valeur,

=t — ' 21 L p o2 o g e

C’est le polyndme @ (z) correspondant a n + p = 4 (n — 1) el on peut générale-
ment s’en contenter. Si, cependant, on estime qu’il ne suffit pas, comme ¢’est le cas pour 7t
petit (= 5 ou 6), on lui fait jouer le réle du second membre de (6) dans le caleul qui
précede, ce qui conduit & =8 8; et ainsi de suite.

L'examen des colonnes du tableau qui vient d'étre construit montre qu’elles
résultent d'un algorithme de Gauss.
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3 Voici encore un schéma de calcul donnant :
P = Agpfgz®t 4 ...+ Anpig

connaissant, d'une part,

APl = Ajpa 21 4 ... + Anps
s \ P = Ay o271 4 ... & Appes
(7) \

zn = Al.p—u Lt S S Au._n—'m
d’autre part,
(8} 2 T = f\]_‘(‘- Z + v + Aﬂ!'.f‘

Multiplions la premicre ¢quation (7) par Ay, la deuxiéme par A, ..., le n-iéme
par A, q et additionnons membre & membre en tenant compte de (8). Il vient :

2P (Argzn1 + ...+ Apg) = 2 (AgpaAig + .. FALpnAng)
"f_ i + (An.p—l Al.qr = s "‘ An,p—n Au,q)

= zn-t+pta,

d’on, sous forme malricielle ;

__Al.p tq B —Al,_n—l Al.p“?. . e Al,p--n _Al.q N
Aa.p +if Az.p -1 Az.p—-a cee Az.p—n A-Sl.q
_An,n-l-f;f._ An,p-‘l An.p—z v An.p--n_ An,q'_

B. — CALCUL DES POLYNOMES

6 Avant de traiter un exemple numérique, nous allons indiquer un procédé de
caleul des polynomes apparenté au caleul logarithmique, qu’il convient d’appliquer
au caleul des puissances |k (2)]? rencontrées au n° 3. Ce procédé est également fondé sur
"algorithme de Gauss et peut étre programmé, sur un ordinateur, de telle maniére que
si I'on doit exécuter de longs caleuls polynomiaux, ceux-ci soient toujours ramenés a
des sommes ou des différences.

Effectuons d’abord en délail la division de :

Y@ =B,z + ... +By
par :
P() =z —Ajzn1— | — Ay

alin de déterminer la loi, fondamentale pour la suite, de formation des cocfficients
successifs,
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On fait d’abord :
¥(2) —B; 2P (2),
ce qui donne :

(B, + By A) 22 4+ (B + ByA) 2+ ... 4+ (Ban+BirAsgz = Br ALz},
ce que nous noterons
Wy () = (Buaztd + Bea2n? 4 ... + Bug)z i
On continue par 'opération :

¥, () —Bui 22 P (2),
doit :

(Baa +B11A) 223 + By, + BiaA) 24+ ... + (Bpa + Bra A= ® + B An2?
que nous noterons :
‘P‘g (2) == (Bhs_zﬂ.——l + Bi's Z“—g' + . + M!-‘-

Puis, on fait :
¥, (2) — B,z 5P {2)3

et ainsi de suite, ce qui conduit a la formule générale :

e . . St 3o
_F‘% :Brz‘_l +Buiz?+ ... +Bypaz? +B" ﬁtm-‘;n."

Bjp =Bjt1p1 +Bip14j, Bap=Bizais
Les B;.;, se déduisent donc des Bj,;,—y par un algorithme de Ganss.
En particulier, et ¢’est cela qui est important, si -
¥ () =P

les coefficients Bj,, se calculent au moyen du tableau suivant, gui se construit colonne
par colonue, les deux premiéres colonnes contenant les cosflicients de P (sjet de P (2) :

n 1 Ay B =Al + 24 IBu =BpA;, B Pu-‘:Bn'Ax + By
A—m Ay —Ar| 24 [Bu=AjA;+3A; Bus—BuA:+Bx  Bu—ByuA, +By

@—mAy) —Ar| 34, Bu=AAi+4A, Ba—Bud,~Ba  Bu=—Bud +Ba
G—nlds —ds| 48y (Ba=fahs F5A; ;B.=B,A.+B. =By Ay +Bgy

—2An2 |—Ans/(n—1) ApaBnss = Ay Ay +1An Bass=BAe s + Bos Br s =BuAn1 + Bus
_'AHHI . An—l it AH Bn_.ﬁ = A: An iBl.S = BBA- BIA SB-BAR
' ‘
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Comme plus haut, on a :
P'(s) Ji Bupzt + ... +Bup
P~ Ths FBust . $ B T g

mais cette fois, la connaissance de Ay, By, ..., By, entraine la connaissance de A, .. .,
Ap. cest-a-dire de P (z), et cela, par des algorithmes de Gauss, comme le montre, pour
n = 4, la partie du tableau précédent limitée par des traits horizontaux.

7 Le principe du procédé de calcul résulte maintenant de 'observation que I'on a :

&)
)

r
¢’est-d-dire qu'au point de vue fonclionnel, passer de [ a L; est une opération analogue
a celle qui consiste a passer aux logarithmes.

i3

—

¢ _(o) [_ o
+q>_fq=’ [ e

-

Considérons des lors le produit [ o, [ el ¢ étant des polynomes de degrés p et q.
Calculons :

[f =@zl tayz+ ... Faprg1zP 1+ R,

r

%:blz—l—[—bgz—z-i- v A Bplgt1 2 015,

R et S représentant les parties fractionnaires succédant le (p + ¢ + 1)-iéme terme,
actuellement inutiles. Il vient :

f?‘f’%:(al'i'bl)z_l"!' oo+ (aprg+r + Dppgrr) P21 + R +S=£%.

et d’aprés la fin du n° 6, on peut en déduire / ¢ par une suite d’algorithmes de Gauss.
Supposons de méme que 'on doive calculer . On calcul );,— jusqu’aun terme en
-1, clest-a-dire :
I
/
On en déduit :

=it 20 . e T ez P RE,

) =vf =vayzt 4 ... +vapp12P-1 + v R¥,

o

et comme ci-dessus, /%
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Evidemment, on ne manquera pas de se demander a4 quel avantage pratique ce
procédé conduit. Le fait est que lorsqu’on doit exécuter les caleuls manuellement, méme
avec 'aide d’une machine de bureau, le bénéfice n’apparait guére. Mais si I'on dispose
d’un ordinateur, partout ot des multiplications ou des divisions de polynomes inter-
viennent, on incorporera au programme une sous-routine faisant passer automatiquement
de la forme [ a l_a-fnnne!?jusqu’au degré nécessaire. Les opérations entre les polynomes
seront ainsi ramenées a des additions et des soustractions qui seront a leur tour ramenées
a la forme f par une sous-routine inverse.

Il n’est pas douteux que ce procédé est plus avantageux que ceux actuellement
utilisés, griace a son caractére systématique et a sa dépendance exclusive de I'algorithme
de Gauss, les sous-routines jouant en quelque sorte le role de table de logarithmes, mais
pour les polyndmes.

Signalons encore que le champ d’application de ce procédé n'est pas limité au
caleul polynomial; il s'étend en effet au caleul algébrique de toutes les fonctions déve-
loppables en série entiére. Nous en donnerons un exemple plus loin.

(. — EXEMPLES ET APPLICATIONS

8 Nous donnerons d’abord un exemple de calecul polynomial: nous appliquerons
ensuite ce calcul an développement d'une fonction en série entiere el 4 la recherche des
racines d'une équation algébrique par la méthode exposée section A.

Soit a effectuer le produit :
() =(z— iE—2... (—7)

Nous caleulons 7 pour chaque facteur, en poussant ce caleul jusqu'au terme en
z-8, puisque le degré du produit est 7. On obtient le tablean & double entrée suivant :

ol B < g = ik z8
z—1 1 1 1 1 1 1 1 1
z—32 1 2 L 8 16 32 64 128
z—3 1 3 9 27 81 213 729 2187
z—4 1 1 16 64 256 1024 4 096 16 384
z—5 1 il 25 125 625 3125 15625 78125
z—6 1 36 216 1296 7776 46 656 279 936

[

z—17 1 49 343 2401 16 807 117649 823 543

~1

J 7 28 140 784 4676 20008 184820 1200304
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L
La derniere ligne représente = développé jusqu'au degré 8. Pour en déduire =,

nous appliquons le tableau du n° 6, d'ou la premiére colonne a été supprimée, ce qui
donne :

1 28 140 784 4 676 29 008 184820 1200304
— 28 — 644 —3136 — 17276 — 101920 —627 404 — 3974656
322 5 880 27 804 150 528 878 268 5365920

— 1960 —27076 — 123872 — 658372 — 379040
6 769 65 660 289 288 1507 856
— 13132 — 78408 — 330624
13 068 35 280
-5 040

D>ou :
w(z) =27 —282% 432225 — 1960 2% 467692 — 13 132 22 4 13 068 z — 5 040.

9 Proposons-nous de calculer le développement en série entiere de F (1) = e/l
connaissant le développement en série entiére :

fl) =ty & 4 558 4 oe Sy o
Posons :
F@=14+aqr+aa*+... +apae*+....
Ona:

o = R |
[@=1gF@, [ =)=t 20+ r

Frx)=a, +2ax + ... +na,an'—+ ...,

d'ott le tableau suivanl, analogue & celui du n® 6 :

ity 1 by =24, —d; byg = by — byy 03 byg=Dbgp — bpa tt; '
24, ay by =3a;—a,a, bys = byy — byq a1 bay= bge — Bya 't
3y dy by =4a,—a;ay bgs = by — byy a5 bsg = by — by ag
Iy ag by =Da; —ayay byy = bgy — by g byy = sy — bya
(n— Dap a2 b!l—l,l = Ilp — 4 p—y by—1,2 = bn,l m— bu iy
1y a1 by = (n+ Dy 1—ayay
ay

Mais actuellement, on a :

@y — Uy Dy =205 w0 oy Da=y =Nl o s
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Par des algorithmes de Gauss, on peut done construire a, ay, . . ., @y, ...; on obtient
précisément :
aa=12Ru, +u)) by =3u;+2u,8; bpp=4u, +3uguy byy=>5u; +4uzuy
a3=1/3(b31 +ﬂ1ﬂ=) hﬂl = bsg +2 unag bﬂ: bas +3u3a! ------------------------------------
H;=1f4(.531+ulﬂs) b.q‘=b33 +2u5&s ..............................................
ts =180y Faay) T

et sous forme encore plus élaborée :
ay= i,
1/2 2 uy + u3),
ag = 1/3 (3 us + 2 up, uy + 1y ay),
=14 (A uy +3uguy +2u,a, + uy ay),
a; = 1/5 (B uy +4uguy +3uya, +2u, a3 + Ut ag),

ay

Ces formules montrent que, réciproquement, les u se déduisent des @, quand ce
sont ces derniers qui sont donnés, par un procédé analogue. En particulier, pour
F (x) = 1 + a, elles donnent le résultat bien connu : '

o=t —Et T e e R

10 Nous allons maintenant résoudre I'équation :

9) 2 — 425 4 1424 —422% 4 10522— 210z + 315 = 0.

Nous pourrions appliquer intégralement le n° 1, ¢'est-a-dire caleuler z°+7 & partir
de :
=425 — 142 + 4224 10522 4 210z — 315,

mais afin d’illustrer encore la section B, nous appliquerons a la fois les no 1 et 3. Nous
prendrons
hz) =z—1

el nous éléverons cette expression a la dixiéme puissance, afin d’obtenir le degré 2 (6 —1).
Le résultat s’éerit @

(z— 1) =2z9__102" 44525 — 12027 + 210 z* — 252
+21024—12023 + 4522 — 10z 41




— 8§ —

et le lecteur reprendra, 4 'occasion de cet exemple évident, la construction du tableau
du no 6.

Réduisons (z=1)'° au degré cing et dans ce but, calculons d’abord 27, z8, 2% et z1°
par le n® 1. 11 vient, en disposant les coefficients en colonnes dans la partie encadrée :

26 27 28 29 Z10
1 D) 6 1 9 | 9252
T T 35 42 91 210 o
12 63 126 63 252 120 =9
105 210 315 210 3045 45 2
210 525 810 1890 1200 | 10 =
315 1260 630 1890 3465 1 20

210 120 45 10 1

Ce tableau est complété par une colonne reproduisant les coefficients
de 25, 7%, ..., 2% et par une ligne reproduisant les coefficients de 2%, 27, ..., de (z — 1)1,
Le résultat s’obtient en calculant :

coelficient de z° :
4.210 +2.(—120) +(—6) .45 + 11 . (—10) +2 .1 -~2:’)2_: — 30,
et ainsi de suite; il s’écril :
(z— 1)1 = 3025 + 8542z — 4908 2% + 1642522 — 33 610 z 34 336.

Caleulons ensuite (z — 1)2° en appliquant le n® 4, puis, ce qui précede. Il vient
le tableau :

—30 851 —— 4908 16425 —— 33610 34336

— 60 900
1 708\* — 51240 1023796
— 0816 294480 9368361 54158 964
32850 985 500I 30070 SOOi ~ 220693 840 658342273
— 67220 2016600 — 59466040 388561 648;—1441 130376 2257569700

68672 — 2060 160 58645888 — 337042176 1127937600 —2308065920 1178960896




puis, le tableau encadre qui precede, completé comme suil Lo
220 693 840
658 342 273

—1 441 130 376 11

2 257 569 700 ﬁ

— 2 308 065 920 qt

1 178 960 896

1023 796 — 51240 900

51 158 964 — 9 368 364

Dou :

(z—1)20 = 29499 328 25 + 69 176 913 z* + 111 339 264 =3
— 1131 249 440 22 -+ 3 387 560 380 = — 4 821 927 704.

Nous pourrions nous arréter ici, puisque nous avons atteint le degré 1 (n — 1).
Nous allons cependant encore ealeuler (z— 1), afin de montrer comment il faut procéder
quand la capacité de la machine est dépassée, ce qui va nécessairement se produire au
cours de ce caleul.

On décide de conserver dix chiffres (eapacité de la machine) et, dans ce bul,
on divise tous les coefficients par une méme puissance de 10, ce qui est sans importance
pour le résultat final, car, d’'une part, 'algorithme de Gauss du n° 1 est homogene par
rapport aux coeflicients de (z—1)*, el, d"autre part, les zéros d’un polynome ne changent
pas quand on multiplie ce dernier par un facteur non nul. Cela revient 4 introduire une
virgule séparant par exemple les six chiffres de droite, et & arrondir tous les résultals a
dix chiffres significatils. 11 vient :

—29,499328 69176913 111,339244 1131.249440 3 387,560380 — 4 821,927704

38998656 | 870.2103525
198,353826  — 4081344893 — 1783121644
299 678528 — (568.866936 82 146, 40972 — 313977.7660

—2262,408880 6674219656 — 356344,1977  501261,2331  1279725.295

G775,120760 — 199 851.5095 753 169,1932 '5204.812“ —8738091,320 22385171,36

9643,850408 284 487,2530 — 667 1321465 — 10737309.763 1090960603 —32669 142,19 23250986,78

En procédant comme ci-dessus, Loujours en conservant dix chiffres, on trouve
linalement : i
— 742,8078547 28 + 5 062,376682 z* — 17 823,05428 =2
+ 38 897, 60483 2> — 48 910,90874 = + 18 494,04173,



expression que nous pouvons encore diviser par le coefficient de z°%, ce qui donne :

(z— 1) = 25— 6,815190025 =* -+ 23,99416507 z*
— 52,36563478 22 + 65,84597676 z — 24,89747736.

11 Nous disposons maintenant des éléments qui vont nous conduire a la décomposi-
tion du premier membre P (z) de (9) en facteurs a zeéros également distants du point z = 1.
11 nous suffit de chercher le pged de ce premier membre et de (z— 1)1, Avee la disposition
que nous adoptons dans notre Introduction « Ualgébre supéricure . . ., il vient :

1 —4 14 —42 105 — 210 315
1 —6,815190025  23,99416507 — 52,36563478 65,84597676 - 24,89747736

‘ 2,815190025 — 9,99416507  10,36563478 39,15402321 — 185,10252261 315
?.. 1 ~—3,5050085423  3,68203734 13,90812801 — 65,75134219  111,89297959
(- -3,265104602  20,31212773 66,27376279  131,59731895 — 136,79045695
o i 1 — 6,22097305 20,29759253 — 40,30116633 41,89466300
(= 0,59421697 3,69657254  — 12,06116845 23,95131376 — 24,89747736

(2)
’_ 1 - 6,22091378 20,29808817 - 40,30735400 41,89961040

(3) — 0,00005927  — 0,00019564 0,00318767  — 0.00497740

Clest 4 ce moment que la premiére chute annoncée au n® 2 se produit.
Le pged de P (2) et de (z— 1) est done voisin du polyndme marqué (1) el nous I'éerivons
en tenant seulement comple des chiffres que I'on retrouve aussi dans (2), ¢’est-a-dire
sous la forme :

) 2 6,22094 28 4 20,2977 22— 10,306 = + 11,897

Poursuivons le calcul du pged comme le prévoil la théorie, mais en ne conservant
plus, cette fois, que six chiffres significatifs, comme dans (3). Aprés avoir recopic (1)
et divisé (3) par son premier coelficient, il vient :

I — 6,22097 20,29759 — 40,30417 11,89466
1 8,36211 — 53,78218 83,97840

( — 14,58338 7407977 — 124,28257 11,89166

( 1 — 507971 8,52221 — '2,87277

(— 13,4215 62,30439  — 86,85115
I 463500 6,46111
(1299711 6021320 83,97810
(o 4,63502 6,46116

0,00002 — 0,00005




N, TR
La seconde chute de capacité se manifeste et le polyndme (1) ou
(I1) 72— 4,63501 z + 6,46114

est le pged en deuxiéme approximation de P (z) el de (z — ).

Le quotient de P (z) par le polynome (I) est un polynéme du second degré ayant
des zéros voisins des zéros de module maximal de P (z): on trouve :

22+ 2,2209 z + 7,5191.

Le quotient de (I) par (II) a des zéros voisins des zéros de module moyen de P (z);
il s’éerit :
(111) 2 —1,5864 z + 6,4849.

Enfin, les zéros de (I1) sont voisins des zéros de module minimal de P (2).

12 11 nous reste & améliorer les trois polynomes qui viennent d'étre obtenus. Amélio-
rons par exemple le polynome (111). Le quotient de P () par (111) s'ecrit -

z4— 2,4136 23 + 3,6862 22— 20,5003 = + 48,5739.

Elevons ce polynéme au carré et réduisons-le au cinquieme degré. On obtient :

— 21,65770385 2% + 127,50638071 z* — 261,3956063 =*
+ 721,3091571 22 — 2 594,3030942 = + 3 654,389474,

ou, apreés division par le premier coelficient :
zb — 5,887345 2 + 12,07040137 =3
— 33,30496909 22 + 119,7896178 = — 168,7339295.
Le calcul du pged de ce polynome et de P (z) conduit 4 -

22— 1,58638751 z + 6,48191881.

Les coefficients de ce polynome sont exacts jusqu’a la septicme décimale.
Par le méme procédé, on trouve les améliorations suivantes des deux autres
polynomes du second degré :

22 — 4,63455197 z + 6,46009936;
22 -+ 2,22093947 z + 7,51911648.

Les coefficients de ces polyndmes sont également exacts jusqu’a la septiéme
décimale.
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Remarquons que d’apres le n° 3, il convenait d’élever (III) 4 une certaine
puissance (la quatriéme au moins), de réduire le résultat au degré cing et de calculer le
pged de P (z) et du polyndme trouvé. C'est bien ainsi qu’il faudrait procéder si la décom-
position de P (z) montrait existence de racines treés voisines de celles que 'on désire
obtenir. Mais dans le cas actuel, ou les racines sont nettement distinctes, il est plus
expéditif de proeéder comme nous I'avons fait.

Nous indiquons ici, sans insister, l'application de ces considérations a diverses
généralisations du théoreme de Fermar et du théoréme de Wirson sur les nombres
premiers.







